Geometria analitica

Secciones cOnicas Apunte
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1. Definiciones

Definicion 1 (Lugar geométrico). Se denomina lugar geométrico de una ecuacion al conjunto de to-
dos los puntos en R? que satisfacen a dicha ecuacién.

Definicion 2 (Cénica). Se denominan cénicas al conjunto de curvas planas que se forman al cortar
un cono cuadrdatico con un plano.

Parabola Circunferencia Elipse Hipérbola

Figura 1: Secciones cOnicas

2. Circunferencia

Definicion 3 (Circunferencia). Es el lugar geomético de los puntos en R? tales que la distancia desde
un punto fijo llamado centro hasta cualquier punto en la curva, es constante. A la distancia desde el
centro al punto se le llama centro C(h, k).

C(h, k)
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2.1. Elementos de la circunferencia

Ecuacién candnica
A partir de la figura tenemos que d(pc) = R, por el teorema de Pitdgoras deducimos que

d(P,C) = \/(x—h)2+(y—k)2:R

= R?, nos queda:

2

por ultimo, si consideramos d( PO)

(x—h)?+(y-k)?=R?

Donde C(h, k) es el centro de la circunferencia y R es el radio.

Ecuacidn general

x*+y?+Dx+Ey+F=0

D=-2h, E = -2k, F=h%+Fk*-R?

3. Parabola

Definicién 4 (Parabola). Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en R? de tal forma que la
distancia desde el punto, hasta un punto fijo llamado foco, y la distancia desde el punto a una recta
fija llamada directriz es constante.

3

D(—a,0)

dp.p) = d(p.F)
r+a=+/(xr—a)?+y?
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3.1. Elementos de la pardbola con vértice en V (1, k)

La pardbola abre hacia izquierda o derecha

Ecuacion cartesiana:

(y-k?=4ax-h)

Vértice: V (h, k)

Foco: F(a+ h, k)
Directriz: D(—a+ h, k)
Extremos:
Ei(a+h,2a+k)
Ex(a+h,-2a+ k)

L.R = |4a| Lado recto
Ecuacidon general

Derecha si a> 0, izquierda si a < 0

Cy?+Dx+Ey+F=0

4. Elipse

La pardbola abre hacia arriba o abajo

Ecuacion cartesiana:

x—-h)?2=4ay-k

Vértice: V (h, k)

Foco: F(h,a+ k)
Directriz: D(h,—a + k)
Extremos:
EiRa+h,a+k)
Ex(—2a+h,a+k)

L.R = |4a| Lado recto
Ecuacion general

Arriba si a > 0, abajo sia <0

Ax>+Dx+Ey+F=0

d(p,r) + d(p ) = constante

Definicién 5 (Elipse). Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en R?, de tal forma que la
suma de las distancias hacia dos puntos fijos llamados focos es constante.
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4.1. Elementos de la elipse con centro en C(h, k)

Elementos de la elipse con centro en C(/, k)

La elipse se encuentra sobre el eje X

x-h? (y-k?
2 b2

Vértices:

1

Vi(=a+h, k), Vala+ h, k)
Focos:

Fi(=c+h, k), Fo(c+ h, k)
Coordenadas de los semiejes:
Bi(h,—b+k), Bo(h,b+ k)

Extremos:

b? b?
E; (—c+h,—+k),E2(c+h,—+k
a a

b? b
Es (—c+ h,——+ k) E4(c+ h,——+ k)
a a

La elipse se encuentra sobre el eje Y
y-h? x-k?
a2 bz

Vértices:

1

Vi(h,a+ k), Va(h,—a+ k)
Focos:

Fi(h,c+k), Fo(h,—c+k)
Coordenadas de los semiejes:
Bi(=b+ h, k), Bo(b+ h, k)

Extremos:

b? b?
E (——+h,c+k),E2(—+h,c+k)
a a

b* b?
Eg(——+h,—C+k),E4(—+h,—C+k)
a a

Ecuacion general
Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0
‘ W= a?— 2 ‘
‘ A=a?—b? ‘
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5. Lahipérbola

Definicién 6 (Hipérbola). Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en R?, de tal forma que la
diferencia de las distancias hacia dos puntos fijos llamados focos es constante.

d(p,r) — d(p,r,) = constante

5.1. Elementos de la hipérbola

Elementos de la hipérbola con centro en C(#, k)

Hipérbola se encuentra sobre el eje X
x-h? (y-k?
a2 b2

Vértices:

1

Vi(—a+h, k), Va(a+ h, k)
Focos:

Fi(=c+h,k), Fo(c+ h, k)
Coordenadas de los semi-ejes:
Bi(h,b+ k), Bo(h,—b+ k)

Extremos:

b? b?
E; (—c+ h,——+k), Eg(c+ h,—+k)
a a

2 2
Es (c+h,—b—+k),E4(—c+ h,b—+k)
a a

Fg(—(;, 0)

Hipérbola se encuentra sobre el eje Y
y-h? x-k?
a2 bz

Vértices:

1

Vith,a+k), Vo(h,—a+k)
Focos:

Fi(h,c+ k), Fo(h,—c+k)
Coordenadas de los semi-ejes:
Bi(=b+ h,k), Bo(b+ h, k)

Extremos:

b? b?
E, (——+h,c+k),E2(——+h,—c+k)
a a

2 b2
Eg(b—+h,6+k),E4(—+h,—C+k)
a a
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Asintotas
Hipérbola sobre el eje X: Hipérbola sobre el eje Y:
x—h y-k y—-k x-h
+2— =0 + =0
a b a b
x—h y-k y—-k x-h
_——_—— = 0 - = 0
a b a b
Ecuacién general

Ax*-Cy*+Dx+Ey+F=0

’ P=c?_a? ‘

’ c? = a®+ b? ‘

6. Ecuacion general de segundo grado

La ecuacién algebraica de la forma Ax?> + Bxy + Cy?+ Dx+ Ey+ F = 0, se llama ecuacién general
de segundo grado, donde los coeficientes A, B y C no deben ser simultaneamente igual a cero. Esta
ecuacion se toma generalmente como definicién analitica de conica.

6.1. Criterios para identificar a la c6nica que representa una ecuacién de segun-
do grado
6.1.1. Parametros AyC

Los criterios mencionados a continuacién, permiten reconocer la cénica que representa una ecua-
cién de segundo grado. El coeficiente B = 0, la ecuacién resultante Ax? + Cy? + Dx+ Ey + F = 0 repre-
senta un lugar geométrico que siempre es una conica.

Criterio Curva
Si A=0y C =0, pero no ambas Parédbola
SiA#C,yA>0,C>0 Elipse
SiA=Cyademds A>0yC>0 Circunferencia
SiA#C,y A<0obien C <0, pero no ambos | Hipérbola

Tabla 1: Criterios para identificar el lugar geométrico de una ecuacion general de segundo grado.

Dy E indican que el centro de la conica esta fuera del origen, si D =0, el centro estd sobre el eje Y. Si
E =0, estd sobre el eje X. El término independiente F indica que la cénica no pasa por el origen. Los
ejes de estas cOnicas serdn paralelos a los ejes coordenados X, Y.
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6.1.2. Discriminante

En la ecuacién general de segundo grado Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey+ F = 0, los coeficientes de los
términos de segundo grado A, By C permiten identificar que tipo de conica se tiene. Considerese la
cOnica € no degenerada, los criterios son los siguientes:

i) Si BZ—4AC =0, se trata de una pardbola.
ii) Si BZ—4AC <0, se trata de una elipse.

iii) Si B2 -4AC >0, se trata de una hipérbola.

Los ejes de éstas cOnicas son oblicuos respecto a los ejes coordenados X, Y.

6.1.3. Excentricidad

Definicion 7 (Excentricidad). Es el lugar geométrico de un punto cuyas coordenadas son P(x, y) que
se mueve en R? de manera que la relacién de la distancia de P a un punto fijo llamado foco F y la
distancia del mismo punto P a una recta fija llamada directriz D es una constante no negativa. La
excentricidad se representa con la letra e.

o= 4B F)
~ d(PD)

Criterios
i) Sie =0, es una circunferencia
ii) Si0<e<1, esuna elipse

iii) Si e=1, es una pardbola

iv) Sie>1, es una hipérbola
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‘ Seccion conica ‘ Ecuacion cartesiana ‘ Excentricidad (e) ‘ Ecuacién polar ‘
‘ Circunferencia ‘ x2+y? = a? ‘ 0 ‘ p=a ‘
Elipse LY P - a
p a b a? p= b2
1+cosO/1- —
a
Parabola 2 =4ax 1 -2
Y p 1+ cos®
2 2 2
.. xcy b a
Hipérbola ——-==1 1+ — =
p a? b? a? P b2
1+cosO/1+ —
a
Tabla 2: Excentricidad de las conicas
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